PROBABILITà E CALCOLO COMBINATORIO 
Teoria della probabilità
Definizione classica della probabilità

Problema di partenza

In un sacchetto ci sono 6 palline bianche e 4 palline nere. Tranne che nel colore, le palline sono identiche: sono fatte dello stesso materiale, hanno le stesse dimensioni, sono perfettamente sferiche, ugualmente levigate e così via.

Infilo una mano nel sacchetto, senza guardarvi dentro, e estraggo una pallina a caso.

Qual è la probabilità che la pallina estratta sia nera?

· Le palline in tutto sono 6+4 = 10. Estraendo una pallina ho 10 casi possibili.
Non ho alcun motivo di pensare che qualche pallina sia privilegiata rispetto alle altre, cioè abbia una maggiore probabilità di essere estratta. Perciò i 10 casi possibili sono anche equiprobabili.

· Fra questi 10 casi possibili, ci sono soltanto 4 casi in cui la pallina estratta è nera. Questi sono i casi favorevoli all'evento aspettato.

L'evento "pallina estratta nera" ha perciò 4 possibilità su 10 di verificarsi.

Definisco la sua probabilità come il rapporto tra i casi favorevoli e quelli possibili e ottengo:

probabilità (pallina nera) = 4/10 = 0,4 = 40%
La risoluzione di questo problema ci fornisce lo spunto per dare una definizione di probabilità di un evento incerto, casuale o aleatorio.
Definizione di probabilità (a priori o classica) secondo Laplace
La probabilità che si verifichi un dato evento (E) è il rapporto fra il numero (s) dei casi favorevoli all'evento stesso e il numero (n) dei casi possibili, purché tutti i casi considerati siano ugualmente probabili.? Nota che nella definizione si parla di casi equiprobabili?

 p(E) = s/n
Esempio 1. Lanciando una moneta, qual è la probabilità che esca testa?
I casi possibili sono 2, testa e croce {T, C}, i casi favorevoli sono 1 {T}
p(testa) = 1/2
Esempio 2. Lanciando un dado, qual è la probabilità che esca il 5?
I casi possibili sono 6, {1, 2, 3, 4, 5, 6}, i casi favorevoli sono 1 {5}
p(5) = 1/6
Esempio 3. Estraendo una carta da un mazzo di 40, qual è la probabilità che sia una figura?
I casi possibili sono 40, i casi favorevoli sono 12, perché le figure sono 12
p(figura) = 12/40
Il principio di indifferenza o della ragione  sufficiente secondo Laplace
Per definire la probabilità si usa il concetto di eventi equiprobabili.

Questo non va bene perché per definire un concetto non si può usare il concetto stesso, altrimenti la definizione diventa circolare. E non definisce niente.

Perciò è necessario chiarire che cosa si intende per eventi equiprobabili.

A tale scopo si può introdurre il concetto del principio della ragione  sufficiente o principio di indifferenza, il quale asserisce che:

dato un gruppo di eventi, se non ci sono valide ragioni per pensare che qualche evento si verifichi più o meno facilmente? degli altri, allora tutti gli eventi del gruppo si devono considerare equiprobabili.
Nota. Per calcolare il numero dei casi possibili e di quelli favorevoli, in molti casi serve il calcolo combinatorio di cui ci occuperemo tra poco.
Come si può esprimere la probabilità: numero, rapporto, percentuale

La probabilità di un evento si può esprimere:

a) come frazione, ad esempio 3/4

b) come numero decimale, ad esempio 3/4 = 3 : 4 = 0,75

c) come percentuale, ad esempio 0,75 = 75%

Nota. Per trasformare un rapporto in una percentuale si divide il numeratore per il denominatore e si moltiplica il risultato per 100.
Estremi della probabilità

La probabilità di un evento p(E) è sempre un numero compreso fra 0 e 1:
0 <= p(E) <= 1
Un evento che ha probabilità 0 è detto evento impossibile. P(Φ)=0  (leggi pi di fi)
Un evento che ha probabilità 1 è detto evento certo. P(Ω)=1  (leggi pi di omega)
Esempio 1. Estraendo una carta da un mazzo di 40, qual è la probabilità che sia un 10 di cuori?
I casi possibili sono 40 i casi favorevoli sono 0, perché nei mazzi da 40 carte non ci sono i numeri 8, 9, 10.
p(10 di cuori) = 0/40 = 0
Esempio 2. Estraendo una pallina da un'urna che contiene 8 palline rosse, qual è la probabilità che la pallina estratta sia rossa?
I casi possibili sono 8 i casi favorevoli sono 8, perché le ci sono 8 palline rosse.
p(pallina rossa) = 8/8 = 1
EVENTO COMPLEMENTARE O CONTRARIO  Ē  DI UN EVENTO  CASUALE E
Dato un evento A, si dice evento contrario ad A l’evento che si verifica quando non si verifica A, ossia l’evento -A complementare di A.

Due eventi contrari sono incompatibili.
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Eventi contrari
La probabilità di un evento si può ottenere sottraendo da 1 la probabilità del suo evento contrario.

p(A) = 1-p(-A)
Esempio 1.Trovare la probabilità che, lanciando due dadi, si ottenga come somma delle facce almeno 4.
Dato che un punteggio maggiore o uguale di quattro si può ottenere in molti modi, conviene pensare l’evento come contrario a A = “si ottiene un punteggio inferiore a quattro”. Gli eventi favorevoli ad A sono le tre coppie (1, 1), (1, 2), (2, 1) per cui:
p(A) = 3/36 = 1/12
e la probabilità richiesta è:
p( A ) = 1 - 1/12 = 11/12
Nel lancio di un dado consideriamo l’evento casuale E=esce uno dei numeri 3 o 6, a cui si può associare l’evento contrario Ē=non esce uno dei numeri 3 o 6= esce 1o 2 o 4 o 5 chiamato evento complementare di E, che si verifica se e solo se non si verifica E.

È chiaro che P(E)=2/6 mentre P(Ē)=4/6, e quindi che  P(E)+ P(Ē)=2/6 +4/6=6/6=1
In generale P(E)+ P(Ē)=1
Esempi:

E=esce una carta diversa da un  re  (40 carte)

Ē=esce un re ha P(Ē)=4/40=1/10 e dunque P(E)=1-P(Ē)=1-1/10=9/10

Definizione statistica della probabilità e legge empirica del caso o dei grandi numeri
In una serie di prove ripetute un gran numero di volte nelle stesse condizioni, ciascuno degli eventi possibili si manifesta con una frequenza relativa che è presso a poco uguale alla sua probabilità. L'approssimazione cresce ordinariamente con il numero delle prove.


frequenza relativa -> probabilità
Nota. La frequenza relativa di un evento è il rapporto fra il numero di volte che si è verificato tale evento e il numero totale delle prove fatte.
Si può esprimere come frazione, come numero decimale o come percentuale.

Esempio 1. Un un'urna ci sono palline bianche e palline nere, ma non si sa quante sono. Estraendo una pallina, qual è la probabilità che sia nera?
Per rispondere, dobbiamo dapprima fare molte prove, estraendo una pallina alla volta e rimettendola nell'urna.
Supponiamo di aver fatto 85 prove e di aver estratto una pallina nera per 16 volte.
Si calcola quindi la frequenza relativa delle prove favorevoli, ottenendo così un valore approssimato della probabilità.
frequenza relativa = 16/85 = 0,188 = 18,8%
dunque:
p(pallina nera) = 18,8% circa
Posso migliorare questa stima della probabilità eseguendo molte più prove, ad esempio 1000 o 10000 o più, anche se è chiaro che potrei perdere molto più tempo senza migliorare di molto.
Si parla anche di probabilità a posteriori, molto utilizzata nelle scienze quando non si può applicare la probabilità classica, e comunque un limite di questo procedimento è che bisogna eseguire molte prove ripetibili di un evento sempre nelle stesse condizioni.
N.B. se dopo avere lanciato una moneta 9 volte ho ottenuto 5 teste e 4 croci, cosa penso che accadrà la decima volta?e la undicesima?
Teoria soggettivista (Ramsey e de finetti inizi 1900)

E1=sarò interrogato in matematica domani, 
E2=il prezzo degli immobili salirà l’anno prossimo,

E3=la partita Juve-Roma di domenica finirà 2 a 1
Si tratta di casi unici e irripetibili, per cui non è possibile applicare nessuna delle definizioni precedenti, ma può essere interessante assegnare una probalità ad ognuno di questi eventi perchè potrei decidere di studiare meglio matematica per domani, oppure comprare un immobile oggi per venderlo l’anno prossimo e guadagnarci, oppure scommettere una somma sul risultato della partita.

Le mie azioni saranno dettate dalle informazioni in mio possesso, perchè ad esempio sono rimasto solo io ad essere interrogato, oppure perchè i dati relativi all’economia stanno migliorando, oppure perchè so che la Juve ha tutti i giocatori a disposizione mentre la Roma ha molti infortunati.
 Diversi attori interessati a questi eventi potrebbero avere informazioni diverse e quindi prevedere in modo diverso questi accadimenti.

La probabilità di un evento E, secondo l’opinione di un certo soggetto è P(E)=s/S

dove s è il prezzo che è disposto a pagare per avere diritto al compenso S, solo se E si verificherà.

Attenzione : bisogna essere coerenti ed essere disposti anche a fare il contrario.

Esempio:

E= domani farà bel tempo

Antonio è pronto a pagare 3 euro per ricevere il compenso di 10 euro al verificarsi di E, dunque

P(E)=3/10=30%, ma deve essere vero anche il contrario a parti invertite.
Dire che Antonio assegna probabilità 30% all’evento E vuol dire anche che per lui non fa differenza ricevere 3 euro con certezza? (al non verificarsi di E) oppure 10 euro al verificarsi di E.?
Disposizioni, permutazioni, combinazioni
Nota. Per calcolare il numero dei casi possibili e di quelli favorevoli, in molti casi serve il calcolo combinatorio di cui ci occuperemo tra poco.

Il calcolo combinatorio ha per scopo lo studio dei raggruppamenti che si possono formare con elementi di un certo insieme, secondo un determinato criterio.
(casi in cui nei raggruppamenti è importante l’ordine)
Disposizioni semplici - D(n,k)

Definizione.

Dati n elementi distinti e un numero k<=n si dicono disposizioni di questi n elementi, presi a k a k (o di classe k), D(n,k), tutti i gruppi che si possono formare con gli elementi dati, in modo che:

· ogni gruppo  contenga k elementi distinti
· due gruppi qualunque differiscano fra loro per qualche elemento oppure per l'ordine in cui gli elementi sono disposti

Esempi.

Le disposizioni semplici di 3 elementi (a,b,c) presi a 2 a 2 sono:

ab ac ba bc ca cb   6 raggruppamenti
Riassumiamo questa possibilità disegnando un albero con due livelli di profondità:
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Consideriamo il seguente esempio:

supponiamo di avere due sedie e quattro ragazzi : Alfredo, Benedetto, Carlo e Davide. In quanti

modi possibili si possono sedere i quattro ragazzi? E quali sono?

Indichiamo i quattro ragazzi con le loro iniziali A, B, C, D e scriviamo le varie possibilità

con cui i ragazzi si possono sedere. Esse sono

AB  AC  AD

BA  BC  BD

CA  CB  CD

DA  DB  DC

Contando tutte le possibilità troveremo che esse saranno  12.

L’albero sarà, allora, formato da due livelli di profondità, cioè
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Il numero di tutte le disposizioni di 4 elementi in 2 posti è allora 4*3 = 12.

Esse sono: ab, ac, ad, ba,bc, bd, ca, cb, cd, da, db, dc.

Quindi il numero delle disposizioni di 4 elementi in 2 posti è il prodotto di 2 fattori (tanti

quanti sono i posti): il primo fattore è 4 (le scelte possibili per l’elemento al primo posto); il

secondo fattore è 3 (le scelte possibili per il secondo posto).

Generalizzando i ragionamenti fatti in precedenza, si giunge alla conclusione che il numero

delle disposizioni di n elementi in k posti è dato dal prodotto di k fattori, cioè tanti quanti sono i

posti.

Il primo fattore è n, il secondo n-1, il terzo n-2, e così via fino ad arrivare al k-esimo fattore
che è n-(k-1). Si ha quindi:
Calcolo delle disposizioni semplici.

D(n,k) = n(n-1)(n-2)...(n-k+1)

Le disposizioni semplici di 4 elementi (abcd) presi a 3 a 3 sono:

abc abd acb acd adb adc bac bad
bca bcd bda bdc cab cad cba cbd
cda cdb dab dac dba dbc dca dcb    24 raggruppamenti 4*3*2
Costruisci il diagramma ad albero e verifica la formula.
Quante parole, anche prive di significato, si possono formare con 4 lettere dell’alfabeto italiano?

In quanti modi diversi 6 persone si possono sedere su 4 poltrone  in un cinema?

Le targhe automobilistiche un tempo erano composte da 2 lettere e 6 cifre. Quante targhe diverse si potevano comporre supponendo diverse sia le lettere che le cifre? Per la soluzione considera prima le possibilità relative alle due lettere e poi quelle relative alle cifre, e poi pensa alle due cose insieme.
Permutazioni - P(n)

Definizione.

Dati n elementi distinti, si dicono permutazioni, P(n), i gruppi che si possono formare in modo che:

· ogni gruppo contenga tutti gli n elementi

· ogni gruppo differisca dagli altri solo per l'ordine degli elementi

Esempi (anagrammi)
Per n = 2:    a, b
ab; ba.                                           2 raggruppamenti
Per n = 3: a,b,c
abc acb bac bca cab cba                6 raggruppamenti
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Per n = 4:
Prendete quattro sedie e sistematele accanto alla cattedra, in quanti modi diversi quattro di

voi, per esempio Alberto, Barbara, Claudio e Daniela , si possono sedere nelle sedie? Provate a

scrivere tutte le possibilità sul quaderno.


abcd abdc acbd acdb adbc adcb
bacd badc bcad bcda bdac bdca
cabd cadb cbad cbda cdab cdba
dabc dacb dbac dbca dcab dcba   24 raggruppamenti
Rappresentiamo quanto detto con un albero:
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Come potete osservare i diversi raggruppamneti sono 24.

Per l’albero relativo a 4 elementi le ramificazioni sono :

4 rami per il 1° elemento (4 scelte possibili);

3 rami per il 2° elemento (3 scelte possibili);

2 rami per il 3° elemento (2 scelte possibili);

1 ramo per il 4° elemento (scelta obbligata).

Il numero delle permutazioni si ottiene moltiplicando 4 32 1 , abbiamo infatti ottenuto che il

numero dei modi diversi con cui quattro di voi si possono sedere in quattro sedie è proprio 24.
Calcolo delle permutazioni di n elementi.
P(n) = n!= n*(n-1)*(n-2)*...*3*2*1      n! si legge n fattoriale.
 Si dice che il punto esclamativo sia dovuto allo stupore dei matematici che per primi hanno trattato questo argomento, nel vedere la velocità di crescita di questo valore al crescere di n.
In quanti diversi modi 30 studenti possono stare seduti su 30 sedie?

Se 10 ragazzi disputano una gara di corsa, quanti sono i possibili ordini di arrivo?
Un commerciante deve eseguire 6  consegne a domicilio, in quanti diversi modi può farlo?
N.B.

Se k=n le disposizioni D(n,n)= n(n-1)(n-2)...(n-n+1)=n!, coincidono con le permutazioni P(n), che dunque si possono considerare un caso particolare delle disposizioni di n oggetti presi ad n ad n.
Permutazioni di n elementi non tutti diversi - P(n, m, r, s, ..)

Definizione.

Queste permutazioni si hanno quando:

· negli n elementi da permutare ve ne è uno ripetuto m volte

· oppure ve ne sono diversi ripetuti
a1 ripetuto m volte
a2 ripetuto r volte
a3 ripetuto s volte
etc.
Esempio: I possibili anagrammi distinti della parola ala  sono 3 ala, aal, laa e non 6 come sarebbe se i tre elementi fossero diversi.
Qunidi P32=3, ma P3=3!=6
Essendo 2! Il numero di permutazioni delle 2 lettere identiche a si può scrivere

P32*2!=P3 e quindi P32=P3/2!=6/2=3
Esempio: Ad esempio, se vogliamo costruire le permutazioni di:
abcc:

· prendiamo le permutazioni di 4 elementi, abcd

· sostituiamo c al posto di d

· eliminiamo le permutazioni uguali

Per n = 4:
abcd abdc acbd acdb adbc adcb
bacd badc bcad bcda bdac bdca
cabd cadb cbad cbda cdab cdba
dabc dacb dbac dbca dcab dcba
Sostituiamo:
abcc abcc acbc accb acbc accb
bacc bacc bcac bcca bcac bcca
cabc cacb cbac cbca ccab ccba
cabc cacb cbac cbca ccab ccba
Eliminiamo i doppioni: ( quanti sono?)
abcc abcc acbc accb acbc accb
bacc bacc bcac bcca bcac bcca
cabc cacb cbac cbca ccab ccba
cabc cacb cbac cbca ccab ccba
Si procede allo stesso modo se gli oggetti ripetuti sono più di uno.

Calcolo delle prmutazioni di n elementi non tutti diversi.

P(n, m, r, s, ...) = n! / m!r!s!...
Quanti anagrammi si possono scrivere con la parola matematica?
Quanti numeri diversi di 5 cifre si possono formare con le cifre del numero 66677?
Permutazioni cicliche – Pc(n)
Le permutazioni circolari sono un tipo particolare di permutazioni semplici ed entrano in gioco quando gli elementi di cui vogliamo calcolare il numero di permutazioni sono disposti in modo circolare. Dati n elementi distinti, il numero delle permutazioni circolari è dato da
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Qual è la differenza con le permutazioni semplici?

Considerati sempre n elementi distinti sappiamo che il numero di permutazioni semplici è dato da
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Come mai nelle permutazioni circolari non si considera un elemento? Il motivo è presto detto. Abbiamo detto che si utilizzano le permutazioni circolari quando gli elementi sono disposti in modo circolare, ovvero quando non è possibile individuare il primo e l'ultimo elemento.

Con il seguente esempio sarà tutto più chiaro. Consideriamo tre persone: Alberto, Barbara e Carlo che indicheremo con A, B e C. In quanti modi si possono sedere lungo una tavolata avente 3 posti? Ed in quanti modi si possono sedere attorno ad un tavolo tondo con tre sedie?

Riportiamo il tutto graficamente (nelle circonferenze in senso orario)
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Lungo la tavolata con 3 posti, come ci aspettavamo, Alberto, Barbara e Carlo si possono sedere in 
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A prima vista sembrerebbe che anche attorno ad un tavolo rotondo si possano sedere in 6 modi. Ma, non essendo specificata la posizione, cioè non essendo i posti numerati, in realtà le tavolate 1, 4, 6 e le tavolate 2, 3, 5 da un punto di vista delle posizioni reciproche assunte sono identiche.

Per rendersene conto basta fissare l'attenzione su una delle tre persone, ad esempio Alberto.

Nelle tavolate 1, 4 e 6 Alberto ha sempre alla sua destra Carlo ed alla sua sinistra Barbara mentre, nelle tavolate 2, 3 e 5 Alberto ha sempre alla sua destra Barbara ed alla sua sinistra Carlo, ovvero le posizioni da contare sono solo 2 e questo conferma che le permutazioni circolari, ad esempio di 3 elementi, sono date da
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Quindi si ricorre alle permutazioni circolari quando gli elementi di cui vogliamo calcolare le permutazioni sono disposti in modo circolare ed i posti assunti non sono numerati.

Calcolo delle permutazioni cicliche.

Pc(n) = (n-1)!

Disposizioni con ripetizione - D'(n,k)

Definizione.

Dati n elementi distinti e un numero k anche maggiore di n si dicono disposizioni con ripetizione di questi n elementi, presi a k a k (o di classe k), D'(n,k), tutti i gruppi che si possono formare con gli elementi dati, in modo che:

· ogni gruppo contenga k elementi non necessariamente distinti (attenzione)
· ogni elemento possa trovarsi ripetuto nel gruppo fino a k volte
· due gruppi qualunque differiscano fra loro per qualche elemento oppure per l'ordine in cui gli elementi sono disposti

Esempi.

Le disposizioni con ripetizione di 3 elementi (abc) presi a 2 a 2 sono:

aa ab ac ba bb bc ca cb cc (9=32)abbiamo cioè le sei disposizioni semplici più le ripetizioni aa, bb, cc.
Le disposizioni con ripetizione di 4 elementi (abcd) presi a 3 a 3 sono:

aaa aab aac aad aba abb abc abd
aca acb acc acd ada adb adc add
baa bab bac bad bba bbb bbc bbd
bca bcb bcc bcd bda bdb bdc bdd
caa cab cac cad cba cbb cbc cbd
cca ccb ccc ccd cda cdb cdc cdd
daa dab dac dad dba dbb dbc dbd
dca dcb dcc dcd dda ddb ddc ddd     (43=64)
Calcolo delle disposizioni con ripetizione.

D'(n,k) = nk

Quanti numeri di 2 cifre si possono formare con le cifre del sistema decimale?

Quanti numeri di 8 cifre si possono formare con le cifre del sistema binario?
Quante colonne diverse si possono compilare nel gioco del totocalcio? Tieni presente che bisogna compilare una colonna di 13 righe apponendo un 1,x,2.
Quante coppie di risultati si possono ottenere lanciando 2 dadi? E 3 dadi?
Esempio: qual’è la probabilità che nel lancio di due monete si verifichi l’evento casuale 
E=le due monete presentano facce diverse

I casi possibili sono 4 e cioè (T,T), (C,C), (T,C), (C;T) dei quali 2 sono favorevoli, per cui

P(E)=2/4=1/2.

I casi possibili P potevano essere calcolati come P= D(2,2)=22=4, cioè come le disposizioni con ripetizione dei 2 elementi testa e croce presi a 2 a 2.
Problema: lanciando 3 monete qual’è la probabilità di ottenere l’evento

E=le tre monete si presentano con la stessa faccia

E1=due monete hanno la stessa faccia ( casi favorevoli come ALA)

Problema: probabilità che nel lancio di due dadi si verifichi l’evento casuale E=somma 8
I casi posibili sono........

I casi favorevoli sono.........

(casi in cui nei raggruppamenti non  è importante l’ordine)
Combinazioni semplici - C(n,k)

Definizione.

Dati n elementi distinti e un numero intero positivo k<=n, si chiamano combinazioni C(n,k) di questi n elementi, a k a k (o di classe k), tutti gruppi che si possono formare con gli elementi dati, in modo che:

· ciascun gruppo contenga k elementi
· due guppi qualunque differiscano per almeno un elemento.

Esempi.

Le combinazioni di 3 elementi (abc) presi a 2 a 2 sono:

ab ac bc (non considero diverse ba, ca, cb) devo considerare uguali tra loro 2! permutazioni
Le combinazioni di 4 elementi (abcd) presi a 3 a 3 sono:

abc abd acd bcd (non considero diverse............), devo considerare uguali tra loro 3! permutazioni
Calcolo delle combinazioni.

C(n,k) = D(n,k) / P(k)

C(n,k) = [n(n-1)(n-2)...(n-k+1)] / k!
Esempio . Al gioco del lotto, qual è la probabilità che esca un numero dato, in una estrazione di 5 numeri?
I casi possibili sono tutte le cinquine, i casi favorevoli sono le cinquine che contengono il numero dato.
a) totale cinquine = combinazioni di 90 elementi a 5 a 5 = 90! / (5! · 85!)
b) totale cinquine con numero fisso = combinazioni di 89 elementi a 4 a 4 = 89! / (4! · 85!)
p(estratto al lotto) = 90! / (5! · 85!) / 89! / (4! · 85!) = 5/90
Problema: nel gioco del lotto sia E=esce un terno prefissato, clacola P(E)
Esempio: In un cesto ci sono10 uova delle quali solo 7 sono sane. Estraendo a caso due uova, calcoliamo la probabilità dell’evento E: “le uova sono entrambe sane”.

Risoluzione: P(E)=casi favorevoli/casi possibili

 quante coppie si possono estrarre da 10 elementi senza che sia importante l’ordine? Quante coppie si possono estrarre da 7 elementi senza che sia importante l’ordine?

Problema: un’urna contiene 40 palline delle quali 28 sono bianche e 12 sono rosse.
Calcoliamo P dei seguenti eventi:

E1=sono entrambe bianche

E2=sono entrambe rosse

E3=sono di colore diverse

Combinazioni con ripetizione

Definizione.

Dati n elementi distinti e un numero intero positivo k<=n, si chiamano combinazioni con ripetizione C'(n,k) di questi n elementi, a k a k (o di classe k), tutti gruppi che si possono formare con gli elementi dati, in modo che:

· ciascun gruppo contenga k elementi

· ogni elemento possa trovarsi ripetuto nel gruppo fino a k volte

· due guppi qualunque differiscano per almeno un elemento

Esempi.

Le combinazioni con ripetizione di 3 elementi (abc) presi a 2 a 2 sono:

aa ab ac bb bc cc
Le combinazioni con ripetizione di 4 elementi (abcd) presi a 3 a 3 sono:

aaa aab aac aad abb abc abd acc acd add
bbb bbc bbd bcc bcd bdd ccc ccd cdd ddd
Calcolo delle combinazioni con ripetizione.

C'(n,k) = C(n+k-1,k)



I possibili raggruppamenti sono i seguenti:

	Permutazioni
di n elementi
	P(n) = n!

	Permutazioni con un elemento ripetuto
di n elementi di cui uno sia ripetuto m volte
	P'(n,m) = n!/m!

	Permutazioni con elementi ripetuti
di n elementi di cui a ripetuto m volte, b ripetuto r volte, c ripetuto s volte, etc.
	P'(n,m,r,s,...) = n! / (m!*r!*s!*...)

	Permutazioni cicliche
di n elementi lungo una circonferenza o un circuito chiuso
	P'(n) = (n-1)!

	Disposizioni semplici
di n elementi a k a k
	D(n,k) = n(n-1)(n-2)...(n-k+1)

	Disposizioni con ripetizione
di n elementi a k a k, con possibile ripetizione di ogni elemento fino a k volte
	D'(n,k) = nk

	Combinazioni semplici
di n elementi a k a k
	C(n,k) = D(n,k) / P(k)

C(n,k) = [n(n-1)(n-2)...(n-k+1)] / k!

	Combinazioni con ripetizione
di n elementi a k a k, con possibile ripetizione di ogni elemento fino a k volte
	C'(n,k) = C(n+k-1,k)

E' uguale al numero di combinazioni semplici di n+k-1 elementi a k a k


PROBABILITà
EVENTO UNIONE DI EVENTI CASUALI E TEOREMA DELLA SOMMA DI Eventi compatibili ed incompatibili
Si dicono incompatibili quegli eventi aleatori che non possono verificarsi simultaneamente in una data prova.

[image: image11.png]



Eventi incompatibili
Esempio 1. Estraendo una carta da un mazzo di 40, i due eventi:
E1 = "Esce l'asso di cuori"
E2 = "Esce una figura"
sono incompatibili.

Eventi compatibili

Due eventi sono, invece, compatibili se c’è anche una sola possibilità che possano verificarsi simultaneamente, in una data prova.
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Eventi compatibili
Esempio 1. Estraendo una carta da un mazzo di 40, i due eventi:
E1 = "Esce una figura"
E2 = "Esce una carta di cuori"
sono compatibili perché in una estrazione potrebbe uscire una figura di cuori.

Nell’evento lancio di un dado consideriamo l’evento E=esce il 3 oppure un multiplo di 2, che si può considerare composto dai due eventi parziali

E1=esce 3

E2=esce un multiplo di 2

collegati mediante l’operatore logico oppure ( o inclusivo, in latino vel, contrapposto all’operatore logico o esclusivo, in latino aut aut), la cui operazione insiemistica è l’unione degli insiemi E1 ed E2.

E1={3}, E2={2,4,6} e qundi E=E1 U E2=={2,3,4,6}.

È facile convincersi che l’evento unione E si verifica se e solo se si veifica almeno uno dei due E1 o E2, inoltre i due eventi non presentano nessun caso in comune, in quanto la loro intersezione è vuota
E1∩E2=Ф, in altre parole il verificarsi di uno esclude il verificarsi dell’altro, cosa che si esprime dicendo che i due eventi sono incompatibili.
P(E)=P(E1 U E2)=4/6=1/6+3/6=P(E1) + P(E2) (teorema della somma)
PROBLEMA: UN’URNA CONTIENE 12 GETTONI NUMERATI DA 1 A 12 . NELLA PROVA CONSISTENTE NELL’ESTRAZIONE DI UN GETTONE DALL’URNA, CONSIDERIAMO L’EVENTO E=ESCE UN MULTIPLO DI 3 OPPURE DI 5, CALCOLA P(E), COME NELL’ESEMPIO PRECEDENTE.
Nell’evento lancio di un dado consideriamo l’evento E=esce un numero > 3 oppure un multiplo di 2, che si può considerare composto dai due eventi parziali

E1=esce > 3

E2=esce un multiplo di 2

Collegati come prima mediante l’operatore logico oppure. 

E1={4,5,6}, E2={2,4,6} e qundi E=E1 U E2=={2,,4,5,6}.

I due eventi  però presentano due elementi in comune, la loro intersezione non è vuota

E1∩E2={4,6}, in altre parole il verificarsi di uno non esclude il verificarsi dell’altro, cosa che si esprime dicendo che i due eventi sono compatibili.

P(E)=4/6  e non 6/6=P(E1)+P(E2)
In questo caso P(E)=P(E1UE2)=P(E1)+P(E2)-P(E1∩E2) (teorema della somma)

PROBLEMA: UN’URNA CONTIENE 12 GETTONI NUMERATI DA 1 A 12 . NELLA PROVA CONSISTENTE NELL’ESTRAZIONE DI UN GETTONE DALL’URNA, CONSIDERIAMO L’EVENTO E=ESCE UN MULTIPLO DI 3 OPPURE >7, CALCOLA P(E), COME NELL’ESEMPIO PRECEDENTE.

Problema: nella prova consistente nell’estrazione di un carta da un mazzo di 40 calcoliamo P(E), dove E=esce un fante oppure una figura di spade.

Problema: un tiratore con l’arco colpisce le tre zone 1,2,3 con P1=0,15, P2=0,18 e P3=0,62, calcoliamo P di E=il tiratore non colpisce il bersaglio.

EVENTO INTERSEZIONE DI EVENTI CASUALI E TEOREMA DELLPRODOTTO DI Eventi INDIPENDENTI
Evento intersezione o composto di eventi casuali

Due eventi casuali A e B sono indipendenti se la probabilità del verificarsi dell'evento A non dipende dal fatto che l'evento B si sia verificato o no, e viceversa.

Esempio 1. Abbiamo due mazzi di carte da 40. Estraendo una carta da ciascun mazzo, i due eventi:
E1 = "La carta estratta dal primo mazzo è un asso"
E2 = "La carta estratta dal secondo mazzo è una carta di fiori"
sono indipendenti.

Eventi dipendenti

Un evento casuale A è dipendente da un altro evento B se la probabilità dell'evento A dipende dal fatto che l'evento B si sia verificato o meno.

Esempio 1. Abbiamo un mazzo di carte da 40. Estraendo due carte in successione, senza rimettere la prima carta estratta nel mazzo, i due eventi:
E1 = "La prima carta estratta è un asso"
E2 = "La seconda carta estratta è un asso"
sono dipendenti. Per la precisione la probabilità di E2 dipende dal verificarsi o meno di E1.
Infatti:
a) la probabilità di E1 è 4/40
b) la probabilità di E2, se la prima carta era un asso, è 3/39
c) la probabilità di E2, se la prima carta non era un asso, è 4/39

Supponiamo di lanciare (contemporaneamente?) un dado e una moneta e consideriamo l’evento E=esce testa e il 3,
che si può considerare composto dai due eventi parziali

E1=esce testa

E2=esce 3

collegati mediante l’operatore logico e (  in latino et)  la cui operazione insiemistica è l’intersezione degli insiemi E1 ed E2.

E1={testa}, E2={3} e qundi E=E1 ∩ E2?????
È facile convincersi che l’evento intersezione E si verifica se e solo se si verificano entrambi E1 ed E2.
 Inoltre il verificarsi o meno  di uno non esclude il verificarsi o meno  dell’altro, cosa che si esprime dicendo che i due eventi sono indipendenti.
TEOREMA DEL PRODOTTO PER EVENTI INDIPENDENTI

Tornando al nostro problema sappiamo che P(E1)=1/2 mentre P(E2)=1/6, e ci chiediamo quanto valga P(E).
I casi possibili sono 2*6=12, mentre abbiamo un solo caso favorevole

dunque P(E)=P(E1 et E2)=1/12=1/2*1/6=P(E1)*P(E2) (teorema del prodotto)
N.B. Il prodotto di due numeri compresi tra 0 e 1 è più piccolo di entrambi, e questo si può sfruttare nei sistemi di sicurezza, in quanto si possono usare due o più dispositivi di controllo per i quali la probabilità che tutti contemporaneamente non funzionino è veramente bassa.

PROBLEMA

Un’urna contiene 3 gettoni, di cui 2 rossi ed 1 nero, supponiamo di estrarre un gettone e poi di rimetterlo dentro, per poi estrarre di nuovo 1 gettone.

Calcoliamo la probabilità dell’evento composto E=il 1è rosso ed il 2 è rosso.

Sono eventi indipendenti?

problema
supponiamo di estrarre da un mazzo di 40 carte una carta e dopo averla guardata la reinseriamo nel mazzo e ne estraiamo un’altra.

Sia E1=la 1 carta è un re ed E2=la 2 carta è di spade, calcoliamo  P(E)=P(E1 et E2).
Sono eventi indipendenti?

PROBABILITà CONDIZIONATA E TEOREMA DEL PRODOTTO PER EVENTI DIPENDENTI
Riprendiamo l’esempio dei tre gettoni e dell’urna e supponiamo di estrarre 1 gettone e senza rimetterlo nell’urna di estrarre un altro.

Consideriamo P(E) dove E=sono entrambi rossi, dato dall’intersezione tra i due eventi semplici.
Rispetto a prima però, dopo la prima estrazione, la composizione dell’urna è modificata dopo la prima estrazione.
In tal caso il secondo evento è dipende o è condizionato dal verificarsi o meno del primo, e quindi si parla di probabilità condizionata, e si indica con P(E2/E1)
P(E1)=2/3 mentre P(E2/E1)=1/2 perchè si suppone che nell’urna sia rimasto solo un gettone rosso.

Calcoliamo P(E)=P(E1 et E2)

I casi possibili sono 3*2 (3 gettoni disponibili alla 1 estrazione e 2 gettoni alla 2) coppie di gettoni, 2 sole delle quali hanno entrambi i gettoni rossi pe cui

P(E)=2/6=1/3=P(E1)*P(E2/E1)=2/3*1/3=2/6=1/3
Problema: (già visto nelle combinazioni)
In un cesto ci sono 10 uova di cui solo 7 sono sane.

Calcoliamo la probabilità di estrarre in sequenza 2 uova sane (contemporaneamente o in sequenza).
Casi favorevoli e casi possibili?

P(E1) e P(E2/E1)?

Problema:

supponiamo di eseguire tre estrazioni successive di una carta da un mazzo di 40.

Sia E=1 figura e 2 asso 3 un sette

Calcoliamo P(E)=P(E1)*P(E2/E1)*P(E3/E1,E2)

Esempio::

In una classe di 30 alunni solo 24 conoscono la poesia Il sabato del villaggio.

Se il prof ne interroga 2 a caso, quql’è la probabilità che almeno uno dei due la conosca?

Sia E=almeno un alunno è preparato, Ē=entrambi sono impreparati

Ē=il 1 è impreparato ed il 2 è impreparato

P(Ē1)=6/30 e P(Ē2/Ē1)=5/29 per cui P(Ē)=6/30*5/29=1/29
Dunque P(E)=1-P(Ē)=1-1/29=28/29=96,56%.
APPLICAZIONI DEL TEOREMA DELLA SOMMA E DEL PRODOTTO NEL CALCOLO DELLA PROBABILITà DI EVENTI COMPLESSI
Un’urna contiene 20 palline colorate, 10 bianche  3 rosse 7 verdi.

La prova consiste nell’estrazione successiva di tre palline dall’urna, riponendo ogni volta la pallina estratta nell’urna.

Calcoliamo P(E) dove E=terna b v v a meno dell’ordine.

Sia E1=b v v, E2=v b v, ed E3=v v b, dunque E=E1UE2UE3 dove gli Ei sono naturalmente incompatibili e quindi possiamo applicare il teorema della somma
P(E)=P(E1)+P(E2)+P(E3).

A sua volta E1=E1’∩E1’’∩E1’’’

Dove E1’=1 pallina b, E1’’=2 pallina v, E1’’’=3 pallina v che sono indipendenti possiamo applicare il teorema del prodotto,

P(E1)=P(E1’)*P(E1’’)*P(E1’’’) cioè

P(E1)=10/20*7/20*7/20=49/800.

Analogamente negli altri due casi con gli stessi risultati per cui

P(E)=49/800+49/800+49/800=147/800=18,38%.
Disegna il diagramma ad albero relativo alla scomposizione di questo problema.

Supponiamo adesso di non reintrodurre le palline nell’urna dopo l’estrazione, il problema può sempre decomporsi allo stesso modo, ma gli eventi elementari successivi sono dipendenti.

Calcola P(E).
4.esami di stato 2016
Un test è costituito da 10 domande a risposta multipla, con 4 

possibili risposte di cui solo una è esatta.

Per superare il test occorre rispondere esattamente almeno a 8 domande. Qual è la probabilità di superare il test rispondendo a caso alle domande?
Come si può scomporre il problema?
7. esami di stato 2016
Una pedina è collocata nella casella in basso a sinistra di una scacchiera, come in figura.

Ad ogni mossa, la pedina può essere spostata o nella casella alla sua destra o nella casella sopra di essa. Scelto casualmente un percorso di 14 mosse che porti la pedina nella casella d'angolo opposta A, qual è la probabilità che essa passi per la casella indicata con B?

1. archimede2015. Giulio sa che nel suo cassetto ci sono, tutti mischiati, 22 calzini neri, 30 calzini blu, 40 grigi e 28 marroni, tutti della stessa forma. Sta partendo e vuole portare almeno due paia di calzini ben abbinati, di due diversi colori (i due calzini di ciascun paio devono avere lo stesso colore, ma le due paia devono essere di colori differenti). Poichè è buio e non distingue i colori, prende un mucchio di calzini

alla rinfusa. Quanti calzini dovrà mettere in valigia, come minimo, per avere la certezza di portarne almeno due paia ben abbinati di due diversi colori?

(A)33 (B) 68 (C) 71 (D) 6 (E) 44
6.archimede 2015. Giovanni vuole ridipingere, ciascuna a tinta unita, le 4 pareti della sua stanza quadrata. Avendo a disposizione vernice rossa, vernice gialla e vernice blu (che non si possono mescolare), vuole fare in modo che due pareti adiacenti non abbiano mai lo stesso colore. In quanti modi Giovanni può scegliere di colorare la stanza?

(A) 18 (B) 24 (C) 12 (D) 36 (E) 30
12. archimede 2015. Carlo ha dimenticato il codice di sblocco del suo telefono. Tutto ciò che ricorda è che il codice è composto di 4 cifre ed il prodotto di tali cifre è 24. Quanti sono i possibili codici che rispettano queste condizioni?

(A) 60 (B) 48 (C) 56 (D) 64 (E) 40
20. archimede 2015. Sette amici stanno cenando tutti attorno a un tavolo. Qualcuno deve andare a preparare il dolce. Nella comitiva vale la regola che nessuna coppia di persone sedute accanto può mai alzarsi contemporaneamente. In quanti modi può essere scelto il gruppo (di una o più persone) incaricato di occuparsi del dolce?

(A) 29 (B) 27 (C) 21 (D) 28 (E) 24
9. archimede2014. Otto giocatori, di cui quattro sono difensori e quattro sono attaccanti, organizzano un torneo di biliardino. Ogni possibile coppia difensore-attaccante gioca una e una sola volta contro ogni altra possibile coppia difensore-attaccante. Quanti incontri faranno in tutto?

(A) 24, (B) 36, (C) 48, (D) 72, (E) 144.

13. archimede2014. Uno studente in gita si sveglia la mattina e, dalla sua stanza di un hotel a sette piani (oltre al piano terra), scende in ascensore per recarsi al piano terra a fare

colazione. Tuttavia, molto assonnato, preme ripetutamente il pulsante sbagliato e visita esattamente una volta tutti gli altri piani (escluso il suo), prima di arrivare finalmente al piano terra. Sapendo che la sua stanza non si trova al piano terrra, quanta strada percorre l'ascensore, al massimo?

(A) 29 piani, (B) 28 piani, (C) 27 piani, (D) 26 piani, (E) 25 piani.
2. archimede2013. Leo lancia 7 volte una moneta (non truccata) ottenendo due volte testa e cinque volte croce. Se la lancia ancora una volta, con quale probabilità otterrà testa?
18.archimede2013. Al porto sono arrivate 5 casse contenenti ciascuna 72 banane e in una di esse vi è un certo numero di banane radioattive. Si sa che scegliendo a caso due delle cinque casse e scegliendo a caso da ciascuna di esse una banana, la probabilità che una delle

due banane scelte sia radioattiva è del 5 %. Quante sono le banane radioattive?

(A) 6 (B) 9 (C) 10 (D) 12 (E) nessuna delle precedenti
17.archimede2012.  Assegnato un numero di due cifre che è un quadrato perfetto, qual è la probabilità che, aggiungendo una cifra a caso tra 1 e 9 a sinistra del numero, si ottenga un multiplo di 11?

(A) 1=9 (B) 2=9 (C) 3=9 (D) 4=9 (E) dipende dal numero scelto
18.ARCHIMEDE2012 Carlo ha sei mele e sei pere: in quanti modi può mettere in fila 6 frutti, in modo tale che tra due mele non ci sia mai nessuna pera?

(A) 16 (B) 22 (C) 32 (D) 35 (E) 39
